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Géométrie affine

Exercice 1 Soit A un espace affine de dimension n ≥ 2. On se donne trois hyperplans affines (de
dimension n − 1) H1, H2 et H3 de même direction

−→
H . Soient D et D′ deux droites non faiblement

parallèles à H1.

1. Montrer que D intersecte chaque hyperplan Hj en un unique point Aj . Même question avec D′;
on note les points d’intersection A′j .

2. Soit p : A→ D la projection sur D parallèlement à
−→
H . Montrer que p(A′j) = Aj .

3. En déduire que
−−−→
A1A2 = λ

−−−→
A1A3 si et seulement si

−−−→
A′1A

′
2 = λ

−−−→
A′1A

′
3

Exercice 2 Soit A un espace affine. On considère quatre points A, B, C et D.

1. Montrer que
−→
AB =

−→
DC si et seulement si

−→
AD =

−→
BC. On dit alors que ABCD est un parallèlo-

gramme.

2. Montrer que ABCD est un parallèlogramme si et seulement si [AC] et [BD] se coupent en leur
milieu.

Exercice 3 Soit A un espace affine. On considère un ensemble P non vide. Montrer que P est un
sous-espace affine si et seulement si P est stable par prise de barcycentre, c’est-à-dire, si (Aj)1≤j≤k
sont des points de P munis de poids (αj)1≤j≤k, alors le barycentre est dans P.

Exercice 4 Soit A un espace affine de dimension trois muni d’un repère R. On considère quatre
points Mj , j ∈ {1, . . . , 4} de coordonnées (xj , yj , zj). Montrer qu’ils sont coplanaires si et seulement
si ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 y1 z1
1 x2 y2 z2
1 x3 y3 z3
1 x4 y4 z4

∣∣∣∣∣∣∣∣
Exercice 5 Soit ABC un triangle non aplati du plan affine euclidien. . On note a = BC, b = CA et
c = AB. D’autre part, notons Â = B̂AC , B̂ = ÂBC et Ĉ = B̂CA les angles non orientés. Montrer
les assertions suivantes:

1. Le centre de gravité (le point d’intersection des médianes) est le barycentre de ((A, 1), (B, 1), (C, 1)).

2. Le centre du cercle circonscrit (le point d’intersection des médiatrices) est le barycentre de
((A, sin 2Â), (B, sin 2B̂), (C, sin 2Ĉ)).

3. L’orthocentre (le point d’intersection des hauteurs) est le barycentre de ((A, tan Â), (B, tan B̂), (C, tan Ĉ)).

4. Le centre du cercle inscrit (le point d’intersection des bissectrices) est le barycentre de ((A, a), (B, b), (C, c)).

5. Si le point M est strictement à l’intérieur du triangle, alors c’est le barycentre de

((A,Aire(MBC)), (B,Aire(MAC)), (C,Aire(MAB))) .

Exercice 6 Soit E un espace affine euclidien de dimension trois muni d’un repère orthonormé R.
On se donne deux droites D1 et D2 dirigées par des vecteurs u1 et u2 et contenant les points A1 et
A2.
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1. On suppose D1 et D2 coplanaires. Montrer que ou bien D1 ∩D2 6= ∅ ou bien

d(D1,D2) =
‖u ∧

−−−→
A1A2‖

‖
−−−→
A1A2‖

.

On suppose dorénavant que les droites D1 et D2 ne sont pas coplanaires.

2. On note w = u1 ∧ u2. Montrer que v 6= 0.

3. On note P1 et P2 les plans de repère respectif (A1, u1, v) et (A2, u2, v). Montrer que ces plans
sont non parallèles et qu’il s’intersectent le long d’une droite D dirigée par v.

4. Montrer que D est orthogonale à D1 et D2, et que D est la seule droite orthogonale à ces deux
droites.

5. On note D ∩D1 = {B1} et D ∩D2 = {B2}. Montrer que pour tout M1 ∈ D1 et tout M2 ∈ D2,
on a

d(B1,B2) ≤ d(M1,M2) .

6. En déduire

d(D1,D2) =
|〈v,
−−−→
A1A2〉|
‖v‖

=
|[u1, u2,

−−−→
A1A2]|

‖v‖
.
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